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Pricing and Hedging Derivatives in the Jump-Diffusion 

Stochastic Volatility Models 

 

中文摘要 

波動率(volatility)在金融市場中具有舉足輕重的地位,它不僅是風險控管的重要衡

量工具,也是資產評價不可或缺的因素。我們研究在資產價格報酬及其波動率可能跳躍不完

備市場的衍生性商品定價和避險問題。首先探討在風險中立機率測度下，如何決定最適 等

價鞅率測度 ，q=0，1，2，用其計算歐式選擇權(European option)的價格，並且討論在不

同的 機率測度下，對應到的最適避險策略。最後，利用程式模擬，比較不同 機率

測度下的歐式選擇權及變異數交換價格，以及各種避險策略下各自的避險效果優劣。 

 

我們可以觀察到歐式買權在不同的機率測度 下確實有些許的不同，且當 值越小，

得到的買權價格會越小。而在不同的機率測度 下對應的避險策略，透過模擬比較，亦

可發現其避險效果的確優於 delta 避險 

 

 

關鍵詞：跳躍擴散，隨機波動，Fourier 轉換，等價鞅測度，最佳化 q-測度，

最小鞅測度，平均變異避險，最小熵測度 

 

 

英文摘要：  

 
We consider the problem of pricing and hedging a contingent claim, in an incomplete 

market where prices and volatility of traded assets can possibly undergo jumps.  First we 

determine the optimal measure . Then we use the optimal measure to calculate the 

European call option price.  Than we discuss about the optimal hedging strategy corresponding 

to different .  We also run simulation to show difference of European call option prices 

under different  probability measures, and compare the different corresponding hedging 

strategies. 

 

We can find some difference with European call option price under different  
probability measures. As smaller, European call price will be also smaller. And compare 

different hedging strategy with general delta hedge under different  probability measure, 

we can observe that it is really superior to delta hedge from simulation result.  

 

Keywords：Jump diffusion, stochastic volatility, Fourier transform, affine 

jump diffusion process, equivalent martingale measure, q-optimal measure, 

mean-variance hedging, and minimal entropy measure. 
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一.  前言 

波動率(volatility)在金融市場中具有舉足輕重的地位，它不僅是風險控管

的重要衡量工具，也是資產評價不可或缺的因素。標的證券的波動率在選擇權的

定價與避險策略中扮演關鍵的角色，在交易實務上甚至可稱選擇權的交易就是一

種波動率的交易。在 1973 年 Black 和 Scholes 推導出著名的選擇權評價公式(後

簡稱為 BS 模型) ，普遍被實務界用來計算選擇權的價格，在其公式中唯一不能

直接由市場取得的參數就是波動率，通常就利用市場選擇權價格及其它可直接取

得的參數，用 BS 評價公式反推回來的隱函波動率(implied volatility)來對不同到

期或不同履約價選擇權價格做為高低比較的基準，這顯示波動率在 BS 模型中的

重要性，但也反應出其限制不正確。因為 BS 模型背後具有許多嚴謹的假設和實

際市場不符，例如假設標的證券的波動率是常數，這和眾多對股價或指數選擇權

市場實證觀察不符合，隱函波動率有所謂波動微笑(volatility smile)現象

(Rubinstein1985)，造成 BS 模型的選擇權價值和市場價值不一致的現象，文獻上

大多認為 BS 假設股價動態過於嚴苛，而和實際股價標的資產的行為有些偏離，

這種錯誤價格現象會造成投資人利用選擇權避險面臨模型錯誤的風險，無法有效

的規避風險達到風險管理目的。這促成後來對於 BS 模型很多的推廣，例如

Merton's (1976) 引進跳躍擴散(jump diffusion)的模型。另外固定常數的波動率修

改為隨機波動率，如 Heston's (1993)的隨機波動模型，利用了 Cox, Ingersoll, and 

Ross (1985) (CIR) 的 square-root 模型來描繪 variance 的變化；還有對標的證券

的價格走勢引進了跳躍擴散(jump diffusion)的不連續型式，甚至波動率也同時是

跳躍擴散的模型。 

 

Heston (1993)是最先使用 Fourier transform 來對隨機波動下的選擇選做定

價，其 affine square-root 波動模型已被實務界廣為運用。Bates (1996)延伸 

Fourier inversion method 發展出結合隨機波動與跳躍過程美式選擇權的定價模

型。Scott (1997)亦使用 the Fourier Inversion formula 的機率分配函數導出在有隨

機波動以及利率跳躍模型下的歐式選擇權。Scott 發現 S&P500 指數選擇權，利

率波動，跟股價報酬與波動呈現負向關係而且股價報酬與利率對選擇權的價值有

重大的影響。特別是對於長期選擇權的價值來說。Bakshi, Cao, and Chen (1997) 

允許波動、利率以及跳躍是隨機的條件下導出選擇權模型，他們研究顯示隨機波

動跳躍(SVJ)(只有價格跳躍)的模型有較低的定價錯誤;Bates(2000)的比較研究有

類似結果。Duffie, Pan, and Singleton (2000)提出較廣泛的 affine 跳躍擴散模型，

也運用 Fourier transform 及特徵函數(characteristic function)的技巧來做定價計算，

他們的文章廣為後續研究所引用及廣為應用，因其整理提出較廣泛的 affine 跳躍

擴散模型，包括了許多模型為特例及可運用的 Fourier 轉換計算，他們實證比較

了沒有跳躍的隨機波動模型(SV)、隨機波動只有價格跳躍(SVJ)的模型及隨機波

動在價格及波動可同時且相關連跳躍(stochastic volatility with simultaneous and 
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correlated jumps in price and volatility) (SVJJ)的模型，他們發覺 SVJJ 的模型較符

合實證，大體上來說，加入隨機波動以及跳躍對於定價以及避險是很重要的，然

而，所有的模型都呈現 misspecification 的現象。 

 

二.  研究目的 

以上及許多相關研究比較重視風險中立(risk-neutral)下模型的直接描繪，

雖給出價格封閉解(close solution)公式，但因市場不完備(incomplete)性，等價鞅

測度(equivalently martingale measure)(EMM)並不唯一，其與現實機率測度

(physical probability measure)之間的變換，等價鞅選擇、衍生性商品定價(pricing)

不唯一及避險(hedging)策略之關聯性等等的問題，在理論及實務應用上皆有其重

要性，但除了沒跳躍的隨機波動模型外[見Henderson, Hobson, Howison, Kluge 

(2005)]，並未完全被深入討論。 

 

由Delbaen和Schachermayer(1994)的一般性結果，在眾多任意等價鞅測度

之下，不可套利的定價是可行的，但當等價鞅測度不唯一，需要考慮更多適當條

件以從眾多等價鞅測度挑選合適者來應用於定價計算，這不是一個容易的問題，

特別定經由Eberlein和Jacod (1997)的研究顯示，經由挑選適當的等價鞅測度，可

以得到歐式衍生性商品的任一可能不可套利價格。近年來很多不同方法被提出，

在不完備市場模型下，不只機率重要，對風險的態度也重要，不同評估風險的方

式帶出不同的避險方法，例如superhedging，utility maximization，mean-variance 

hedging，quadratic hedging，global or local risk minimization等等。而這些又決定

了等價鞅測度的挑選，亦即衍生性商品價格的決定。 

 

  事實上，跳躍擴散模型是個多維的半鞅(semimartingale)模型，Jacod and 

Shiryaev (1987)介紹了半鞅的特徵(characteristics)型式，並用其來表示機率測度轉

換(probability measure transformation)時的密度(density).  Shiryaev (1999), Kallsen 

(2000) 得到使機率測度為等價鞅(EMM)必要等式，但一般這些等式不容易求解。

另外市場不完備(incomplete)性的問題，存在很多等價鞅(EMM)測度，所以有很

多由之對應取條件期望值計算的不同衍生商品價格，也有不同選取最佳化

(optimal)等價鞅的方法來定價，例如 Follmer and Schweizer (1991) 使用 minimal 

martingale measure，Schweizer (1995, 1996) 引用 variance optimal measure ，

Gerber and Shiu (1994)及 Kallsen and Shiryaev (2002) 發展 Esscher transform，另

外 minimal relative entropy 在 Fritelli (2000)中被完整討論，較一般化的最大效用

(utility maximization)方法由 Kallsen (1999, 2002)發展， 選取不同效用函數(utility 

function)可得到不同最佳化(optimal)等價鞅。 

 

我們所要探討的主要內容，便是探討如何選定適當的等價鞅，並且對金
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融商品進行定價以及避險。我們即在上述架構下，從一般的多維的半鞅模型，

affine 跳躍擴散模型到較特殊的具跳躍隨機波動模型，或連續不跳躍隨機波動模

型(如 Heston 的模型)，探討定價避險策略的一些問題: 研究證券價格報酬與波動

行為，比較不同風險觀點所對應不同選取等價鞅方法，衍生性商品(如選擇權)的

定價計算,如應用 Fourier transform 及特徵函數(characteristic function)的技巧，定

價時不同避險策略與等價鞅選取的比較。 

 

以下的研究，主要利用不完全市場的假設，在不同機率測度 ( )qQ 下計算金

融商品的價格。首先根據最適 q測度的定義，在不同機率測度 ( )qQ 下決定出適當

的布朗運動移動項(drift term)，透過機率測度轉換，將模型轉換到最適的等價鞅。

接下來在不同 ( )qQ 機率模型下，分別計算出不同情況下的歐式買權(European call 

option)價格，比較不同機率測度 ( )qQ 下價格的不同。並且考慮在各自的機率測度
( )qQ 下，利用其對應的適當避險策略，找出最適避險策略下應持有的股票單位及

選擇權單位比例關係。最後，利用實證模擬，比較不同 ( )qQ 機率測度下的定價、

避險策略和避險效果的優劣等。 

 

三.  研究方法 

我們需要隨機積分(stochastic integration)和隨機計算( stochastic calculus) 

來描述具跳躍隨機波動不完備市場的模型架構，Affine 跳躍擴散的多維半鞅過程

提供了最適當的工具，我們用 Poisson 隨機測度來描述跳躍的位置和大小，相關

於跳躍時點和大小的不同數量可用相對於此 Poisson 隨機測度的隨機積分來表

示。 

在市場模型中，存在等價鞅測度則不存在套利機會，若等價鞅測度(EMM)

唯一存在，市場具完備性(completeness)，衍生性商品價格可唯一定價;在不完備

市場，只考慮不可套利的觀點無法對衍生性商品定價，因有多個等價鞅測度所提

供不同的風險中立價格，此時需要加入其它喜好條件假定來做最佳化選擇，機率

及模型的樣式必需認真考慮，因這影響避險決策;對風險的態度也很重要，所以

我考慮不同的避險觀點: 如最小 mean variance hedging，效用最大(utility 

maximization)…等等不同觀點，這將導出為定價目的而選擇等價鞅的不同方法。 

 

在隨機波動模型下選擇權定價一般步驟如下: 

 

(1). 描繪標的資產的變動行為，我們研究隨機波動的affine跳躍擴散的多維半鞅

過程模型。 

(2). 計算特徵函數。 

(3). 計算選擇權價格的Fourier轉換並利用特徵函數表示出來。 

(4). 計算之前Fourier轉換的inverse來導出選擇權價格。 
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以上計算特徵函數及 Fourier 轉換時和考慮不同避險觀點的等價鞅測度的

選取有關，也是我們探討的主題。 

 

    底下考慮有跳躍項下的一般股價模型： 

 

 

(1) (3) (1)

(1) (1) (2) (1) (2) (3) (1) (4) (2)

( , )[ ]

( , )[ ] ( , )[ ]

t
t t t t t t

t

V

t t t t t t t t t t t t t t

dS
dt t Y a dB a dN

S

dV dt t Y a dB a dZ t Y a dN a dN

 

  

  

    

 (3.1) 

 

其中 ,t tdB dZ 為兩布朗運動項(Brownian Motion)， (1) (2),t tdN dN 為兩卜瓦松過程

(Poisson process)，且需滿足 0i  ，跳躍項振幅 (3) 0ta  ， (1) (2), , ,t t t tB Z N N 互相獨

立等條件。 

 

 透過底下的機率測度轉換 

 

T

(1) (1) 2 (2) (2) 2

(3) (1) (4) (2)

(1) (3) (3) (2) (4) (4)

1 1
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T T T T

s s s s s s
t t t t
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dQ
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 
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
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   

     

   

 
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 (3.2) 

      

 

定義 

 

(1)

(2)

(1) (1) (1) (3)

(2) (2) (2) (4)

N N

N N

Q

Q

Q

t t t

Q

t t t

t t t t

t t t t

dB dB dt
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d d dt

d d dt





 

 

 

 

 

 

 (3.3) 

 

( )i

t 為機率測度Q之下布朗運動及卜瓦松過程轉換時的移動項(drift term)， ( )i

t 則
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為卜瓦松過程轉換下，針對移動項給定的強度函數(intensity function)。經過如此

的機率測度Q轉換，股價過程將變成 

 

(1) (1) (1) (3) (3) (1) (3) (1)( ( , ) ( , )) ( , )[ ]
QQt

t t t t t t t t t t t t t

t

dS
a t Y a t Y dt t Y a dB a dN

S
            (3.4) 

 

其中為了使機率測度Q轉換為風險中立機率測度，則 (1) (3),t t  必須滿足 

 (1) (1) (1) (3) (3)( , ) ( , ) 0t t t t t t t t tr a t Y a t Y          (3.5) 

  

轉換後的風險中立機率測度可以改寫成 

 

 

(1) (3)

(1) (1) (1) (1) (3) (3) (2) (2) (2) (2) (4) (4)

(1) (1) (3) (2) (2) (4)

( , )[ ]

( [ [ ])

[ ] [ ]

Q Qt
t t t t t

t

V

t t t t t t t t t t t t t t

Q Q Q Q

t t t t t t t t t t

dS
rdt t Y a dB a dN

S

dV a a a a dt

a dB a dZ a dB a dZ



        

 

  

    

   

 (3.6) 

   

如此的機率測度轉換下，僅 (1) (3),t t  受到某些限制條件， (2) (4),t t  則為可任意選

取的參數。應該如何選取適當的 (2) (4),t t  ，建立合適的風險中立定價模型，在底

下將有更詳盡的探討。 

 

四.  結果與討論 

底下分段對本研究結果做一介紹 

• 最適 q 測度 ( q -optimal probability measure) 

 

存在兩機率測度 ,P Q ，Grandits 等人(1998)定義 

 

( , ) { ( ) }, if \{0,1}
1

q

q T

q
H P Q E M q R

q
 


 (4.1) 
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 1( , ) {( 1) ln( )}, {0,1}q q

q T TH P Q E M M if q    (4.2) 

   

 

其中 T

dQ
M

dP
 。若存在一機率測度 ( )qQ ，滿足min ( , )qH P Q ，則稱如此的機率測

度為最適q測度( q -optimal probability measure)”。 

 

在最適q測度中， 0,1,2q  時各自具有其經濟上的意義：當 0q  時， (0)Q 稱

為最小鞅測度(MMM, minimal martingale measure)，此機率測度必須滿足

(0)min ( , )H P Q 的條件，其中
(0) ( , )H P Q 為 

 
(0)

(0) ( , ) { ln( )} { ln( )}T

dQ
H P Q E M E

dP
     (4.3) 

   

   在 (0)Q 機率測度之下，所對應的避險方式稱為 locally risk-minimizing method 

[ Schweizer (1999)]。此時機率測度 (0)Q 為唯一和機率測度P正交(strongly 

orthogonal)的 ELLM (equivalent local martingale measure)，且如此的 (0)Q 為所有的

ELLM 中，使得
(0) ( , )H P Q 為最小的唯一解。 

 

 當 1q  時， (1)Q 稱為最小熵鞅測度(MEMM, minimal entropy martingale 

measure)，此機率測度 (1)Q 為滿足 

 

 (1)min ( , ) min { ln( )} min { ln( )}T T

dQ dQ
H P Q E M M E

dP dP
     (4.4) 

 

的唯一解。根據，在 (1)Q 的機率測度之下所計算出的金融商品價格，會逼近

到”indifference utility pricing method”中風險趨避(risk-aversion)參數 0  時計算

出的價格，其所對應的避險策略為無異效用避險法(indifference utility hedging 

method) [Frittelli (2000)]。 

 

 當 2q  , (2)Q 稱為最小變異鞅測度(VOMM, variance-optimal martingale 

measure)，其為
(2)min ( , )H P Q 的唯一解，其中

  

 2 2

(2)min ( , ) min {2 } min {2( ) }T

dQ
H P Q E M E

dP
   (4.5) 
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[Schweizer (1996)]證明在所有的 ELMM 之中，機率測度 (2)Q 對應到的避險策略為

mean-variance hedging strategy。 

 

  接下來，我們先對隨機波動模型下的機率測度轉換(change of measure)做討

論:首先令 S 為股價，V 為波動率，在真實世界的機率測度(real world probability) P

之下，一般連續的隨機波動模型可以表示為 

 

 

( , )

( , ) ( , )

t
t t t

t

t t t t

dS
t V dt V dB

S

dV a t V dt b t V dW

 

 

 (4.6) 

 

其中 21t t tdW dB dZ    ，為兩布朗運動(Brownian motion)
tB 和

tW 之間的相

關係數。 

 

將機率測度由P轉換到風險中立機率測度Q之下： 

 

  

 

2 2

0

1 1
exp( [ ( , ) ( . ) ])

2 2

( , )

T

T u u u u u u

u

t

dQ
M dB du u V dZ uV du

dP

u V r

V

   




     





 (4.7) 

 

其中 

 

2 2

( , )

( , )

( , )
1 1 ( , )

Q t
t t t

t

Q

t t t

Q Q Q t
t t t t t

t

t V r
dB dB dt dB dt

V

dZ dZ t V dt

t V r
dW dB dZ dW dt t V dt

V







    


   

 


      

 (4.8) 
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則在新的機率測度Q之下 

 

 

2( , )
[ ( , ) ( , ) 1 ( , ) ( , )] ( , )

Qt
t t

t

Qt
t t t t t t t t

t

dS
rdt V dB

S

t V r
dV a t V b t V b t V t V dt b t V dW

V


  

 


    

 (4.9) 

 

 其中的
t 稱為波動率風險的市場價格(market value of volatility risk)。透過以上

的轉換，股價的隨機過程都被轉換到風險中立機率測度之下，其報酬率期望值均

為 rdt 。然而，透過不同的
t ，在不同的機率測度Q之下，波動率隨機過程將會

有所不同，也間接影響到股價的波動項 Q

t tV dB 。 

 

• Heston model 

 

現在考慮在 Heston model 下的機率測度轉換，在真實世界機率測度P之下

的股價模型為 

 

( )

t
t t

t

t t t t

dS
dt V dB

S

dV k V dt V dW



 

 

  

 (4.10) 

   

其中 21t t tdW dB dZ    ，透過風險中立機率測度Q轉換 

 

  

 

2 21 1
exp( [ ( , ) ( . ) ])

2 2

T

T u u u u u u
t

t

dQ
M dB du u V dZ uV du

dP

r

V

   




     





 (4.11) 

 

其中 
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( )

2 2

( , )

1 1 ( , )

Q

t t t

t

Q q

t t t

Q Q Q

t t t t t

t

r
dB dB dt dB dt

V

dZ dZ t V dt

r
dW dB dZ dW dt t V dt

V







    


   

 


      

 (4.12) 

 

則此時在風險中立機率測度Q之下的 Heston model 為 

 

 
2{ ( ) ( ) 1 ( , ) }

Qt
t t

t

Q

t t t t t t

dS
rdt V dB

S

dV k V r t V V dt V dW       

 

        (4.13) 

 

若考慮在不同的機率測度 ( )qQ 之下，則 Heston model 可寫為 

 

 

( )

( )2 ( ){ ( ) ( ) 1 ( , ) }

q

q

Qt
t t

t

q Q

t t t t t t

dS
rdt V dB

S

dV k V r t V V dt V dW       

 

      

 (4.14) 

 

根據 Hobson(2004)，Henderson (2003) 等人證明結果，認為在 21 0q  的條件

之下，不同的機率測度 ( )qQ 之下適當的 ( )q

t 應該為 

 

             
( ) 2( , ) 1 ( )q

t tt V V F T t    
       

 (4.15) 

 

其中 ( )F T t 需滿足 
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1

2 2 2

2 2

2

2

2 2 2

( ) tanh( ( ) tanh ( ))

(1 )

(1 )

( )

| |
(1 )

t

t

t

C AB
F T t AC T t B

A C

A q

k q
V

B
q

k q
V

C q
V q

 




 






 

    

 








 
  (4.16) 

 

當 0,1,2q  時，分別代入不同的q值，即可得到不同的 ( )q

t 。 

 

接下來計算歐式買權的價格。根據 Ito’s Lemma： 

 

 ln ( )
2

Qt
t t t

V
d S r dt V dB    (4.17) 

 

兩邊積分可得 

 

 

ln ( )
2

exp[ ( ) ]
2

T T
QuT

u u
t t

t

T T
Qu

T t u u
t t

VS
r T t du V dB

S

V
S S r T t du V dB

   

   

 

 

 (4.18) 

 

則歐式買權可以表示成 

 

 

( )

( )

( ) ( )

[( ) ]

[( exp( ( ) ) ) ]
2

[( exp( ) ) ]

Q r T t Q

t T

T T
r T t Q Qs

t s s
t t

r T t Q r T t

t

C e E S K

V
e E S r T t ds V dB K

e E S e x K

  

  

   

 

    

 

   (4.19) 
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其中給定條件在
tV 已知的情況下，我們有一可由

T

s
t

v V ds  表示的常態分配 x ，

定義如下： 

 

 ~ ( , )
2 2

T T
Qs

s s
t t

V v
x ds V dW N v      (4.20) 

 

因此，若知道在Q之下的
T

u
t

v V du  行為，則
tC 可利用下式計算求得：  

 

 

( ) ( )

( )

ln ln
2 2[ ( ) | ] [ ( ) | ]

r T t r T t

t t

Q Q r T t Q

t t t t

S e S ev v

K KC S E N V Ke E N V
v v

 

 

 

   (4.21) 

 

在不同的機率測度 ( )qQ 之下，歐式買權的價格則表示成 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

ln ln
2 2[ ( ) | ] [ ( ) | ]

q q q

r T t r T t

t t

Q Q r T t Q

t t t t

S e S ev v

K KC S E N V Ke E N V
v v

 

 

 

   (4.22) 

 

其中的
( )qQE 為 ( )qQ 機率測度之下的期望值。在不同的 ( )qQ 機率測度之下，得到的

( )q 值不同，變異數隨機過程(variance process)
tdV 亦不同，因而

( )qQE 計算求出的

歐式買權價格也就不同。 

 

利用類似的方法，可以計算出歐式賣權在不同 ( )qQ 機率測度之下的值 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

ln ln
2 2

[ ( ) | ] [ ( ) | ]
q q q

r T t r T t
Q r T t Q Qt t

t t t t

K v K v

S e S e
P Ke E N V S E N V

v v

 
 

 

   (4.23) 

 

接下來討論利用傅立葉轉換，在 Heston model 之下計算歐式買權的價格，並和

(4.22)的結果做比較：根據 Peter Carr 等人(1998)的論文，在風險中立機率測度Q

之下，對於到期時間T，履約價格為K 的歐式買權，此時歐式買權的價格可以表

示為 
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( ) ( )

( )

[( ) ] [( ) ]

( ) ( )

TsQ r T t Q r T t Q k

t T

r T t s k

T t
k

C e E S K e E e e

e e e q s ds

     


 



   

 

 (4.24) 

 

其中 ln Ts S ， lnk K ， ( )Tq s 為 s (log-price of the underlying asset)在風險中立機

率測度Q下的機率密度函數，令 ( )T x 為
TX 的特徵函數(characteristic function) 

 

 ( ) ( ) ixs

T Tx q s e ds



   (4.25) 

 

 根據傅立葉轉換的步驟：先將歐式買權價格乘上一適當的數 ke ，成為另一個

「修正歐式買權價格(modified European call option price)」 

 

 ( ) ( )Q k Q

t tc k e C k  (4.26) 

 

接著定義「修正歐式買權價格」的傅立葉轉換函數 ( )T v 為 

 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

ivk Q ivk k Q

T t t

ivk k r T t s k

T
k

v e c k dk e e C k dk

e e e e e q s dsdk






 

 

 
 



 

 

 

 

 (4.27) 

 

其中 ( )T v 可以計算成 

 

 ( ) (1 ) 1
( ) ( ) ( )

( )(1 )

r T t iv s

T Tv e e q s ds
iv iv


 


   




    (4.28) 

則歐式買權的價格C ( )Q

t k 可以利用 ( )T v 的反轉換 (inverse transform)表示成 

 

 

0

( ) (1 )

0

C ( ) ( ) ( )
2

1
( ) ( )
( )(1 )

k k
Q ivk ivk

t T T

k
ivk r T t iv s

T

e e
k e v dv e v dv

e
e e e q s dsdv

iv iv

 




 
 

  

 
 

 




 

    



 


  

 

 

 (4.29) 

 

利用(4.29)計算出的結果，即為在風險中立測度之下的歐式買權價格。在不同的
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機率測度 ( )qQ 下，則可得到不同的機率密度函數 ( )Tq s ，因此計算出的歐式買權

價格也就不盡相同。 

 

Bates model 

在真實世界的機率測度P之下，根據 Bates (1996)定義的 Bates model 

 

 

t+( 1)dN

( )

t
t t

t

t t t t

dS
dt V dB Y

S

dV k V dt V dW



 

  

  

 (4.30) 

 

其中 21t t tdW dB dZ    ， 1Y  為跳躍項(jump diffusion)的振幅大小，服從

lognormal 分配；
tdN 為跳躍項出現的頻率，服從 Poisson 分配，且和

tdW 獨立： 

 

 

2ˆ( 1) ~ log ( , )

ˆ~ ( )t

Y normal

dN Poisson

 





 (4.31) 

 

透過機率測度轉換[參考 El-Khatib (2000)]， 

 

 2 ( ) ( ) 21 1
      exp{ [ ( , ) ( . ) ]}

2 2

ˆ          exp{ ln(1 ) (ln(1 ) ) }

T

T
q q

u u u u u u
t

T T

u
t t

dQ
M

dP

dB du u V dZ uV du

dN ds

   

   



    

    



 

 (4.32) 

其中 
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( )

( )

( )

( )

( )

2 2 ( )

2 ( )

( , )

( , )

1 ( ) 1 ( )

          ( 1 )

q

q

q

q

Q

t t t

Q q

t t t

Q

t t

Q Q Q q

t t t t t

q

t

dB dB w t V dt

dZ dZ t V dt

dN dN

dW dB dZ dB wdt dZ dt

dW w dt



    

  

 

 



       

   

 (4.33) 

 

則在 ( )qQ 機率測度之下，Bates model 可改寫為 

 

 

( ) ( )

( )2 ( )

[ ] ( 1)

[ ( ) 1 ]

q q

q

Q Qt
t t t t

t

q Q

t t t t t t

dS
w V dt V dB Y dN

S

dV k V w V V dt V dW



      

    

     

 (4.34) 

 

為了使其轉換到風險中立機率測度下，因此w必須滿足 

 

 
ˆˆˆˆ

t

t

r
w V r w

V

 
 

 
      (4.35) 

 

使得 

 

 

( ) ( )

( )2 ( )

ˆˆ( ) ( 1)

[ ( ) 1 ]

q q

q

Q Qt
t t t

t

q Q

t t t t t t

dS
r dt V dB Y dN

S

dV k V w V V dt V dW



      

    

     

 (4.36) 

 

透過如此的機率測度轉換，則可得到 Bates model 下的最適q測度，進而可求得

在不同的機率測度 ( )qQ 下金融商品的價格。 

 

從方程式(4.36)中，利用 Ito’s Lemma： 
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2 3( 1) ( 1)ˆˆln ( ) [( 1) ]
2 2 3

Q Qt
t t t t

V Y Y
d S r dt V dB Y dN

 
          (4.37) 

 

其中 

 

 

2 3 4

2 3

( 1) ( 1) ( 1) 1
( 1) ln

2 3 4

1 1
1 ( 1) ( 1) ( 1)

1 [ ( 1)]

Y Y Y
A Y dY Y

Y

A
Y Y Y

Y Y Y

  
       


         

   





 (4.38) 

 

所以 

 

 ˆˆln ( ) ln
2

Q Qt
t t t t

V
d S r dt V dB Y dN       (4.39) 

 

分別對兩邊積分 

 

 

ˆˆln ( )( ) ln
2

ˆˆexp[( )( ) ]
2

T t

T T
Q QsT

s s T t
t t

t

T T
N Qs

T t s s
t t

VS
r T t ds V dB Y N

S

V
S S Y r T t ds V dB





      

    

 

 

 (4.40) 

 

歐式買權的價格可以用類似(4.19)的方式計算得 

 
( )

( )

ˆˆ( ) ( )( )

[( ) ]

ˆˆ[( exp[( )( ) ]) ) ]
2

[( exp( ) ) ]

T t

T t

Q r T t Q

t T

T T
Nr T t Q s

t s s
t t

Nr T t Q r T t

t

C e E S K

V
e E S Y r T t ds V dB K

e E S Y e x K





  

  

    

 

     

 

   (4.41) 

 

給定
tV ，同樣我們有常態分配 
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~ ( , )
2 2

T T
Qs

s s
t t

T

s
t

V v
x ds V dW N v

v V ds

   



 



 (4.42) 

 

因此 

 

 

ˆˆ( )( )

ˆ
ˆˆ ( )

1

ˆˆ( )( )

( )

ln ˆ
2C [ ( ) | ]

!

      

ln
2          ( ) | ]

T t

T t

T t

T t

T t

N r T t

t
N

NQ T t Q

t t t

N T t

N r T t

t

r T t

t

S Y e v
eKS e E Y N V

Nv

S Y e v

KKe N V
v




















 


 

 

 

 











 (4.43) 

 

在不同的 ( )qQ 機率測度下，歐式買權的價格可以表示成 

 

 

( ) ( )

( )

ˆˆ( )( )

ˆ
ˆˆ ( )

1

ˆˆ( )( )

( )

ln ˆ
2C [ ( ) | ]

!

         

ln
2            [ ( ) | ]

T t

T t
q q

T t

T t

T t

q

N r T t

t
N

NQ T t Q

t t t

N T t

N r T t

t

r T t Q

t

S Y e v
eKS e E Y N V

Nv

S Y e v

KKe E N V
v




















 


 

 

 

 











 (4.44) 

 

 同樣的，在不同的 ( )qQ 機率測度下，歐式賣權的價格可以表示成： 

 

 

( ) ( )

( )

ˆˆN ( )( )
( )

1

ˆ ˆˆN N( )( )
ˆˆ N( )( )

1

ln +
2

[ ( ) | ]

         

ln
ˆ2

             [ ( ) | ]
N !

T t
q q

T t

T t T t
q

T t

T t

r T t
Q r T t Q t

t t

X

r T t
r T t Q t

t t

X T t

K v

S Y e
P e E K N V

v

K v

S Y e e
S e E Y N V

v



 
 





 





 
 



  
 

 











  (4.45) 
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• 對應的避險策略 

 

在不同的機率測度之下，對應到的避險策略也不相同。我們討論各種機率

測度 (0) (1) (2), ,Q Q Q 下的避險策略，並且利用之前計算出的歐式買權價格，實際計

算出最適策略下應該持有的選擇權單位數量。 

 

在機率測度 (0)Q 的情況下，股價模型如下： 

 

 
2 (0)

2

{ ( ) ( ) 1 ( , ) }

{ ( ) ( ) 1 }

Qt
t t

t

Q

t t t t t t

Q

t t t t

dS
rdt V dB

S

dV k V r t V V dt V dW

k V r V dt V dW

       

      

 

      

      

 (4.46) 

 

最適當的避險策略稱為“locally risk-minimizing method”。在 Follmer (1990)的研究

中，假設存在一投資組合，包含買進一單位歐式買權及賣出單位股票，定義 dX

為投資組合價值的變化： 

 

 ( )s V s VdX dC dS C dS C dV dS C dS C dV         (4.47) 

 

其中由於 

 

 ( , ) [ ] ( )t t tCov dS dV E V dt rdt k V dt V dt        (4.48) 

 

( )Var dX 可以被計算為 

 

 2 2

2 2 2

( ) (( ) )

( ) ( ) ( ) 2( ) ov( , )

{( ) 2( ) }

s t V

s t V s V

s V s V t

Var dX Var C dS C dV

C Var dS C Var dV C C C dS dV

C C C C V dt 

  

    

    

 (4.49) 

 

解min ( )Var dX ， 

  



 18 

 

2 2 2( ) {( ) 2( ) }

{ 2( ) 2 } 0

s V s V t

s V t

Var dX C C C C V dt

C C V dt

 



 
    

 

    

 (4.50) 

 

因此，在機率測度 (0)Q 之下，可以被表示成 

 

 (0) (0) (0)

S V

t

C C
S


    (4.51) 

 

其中C為機率測度 (0)Q 之下的歐式買權價格，因此 

. 

 (0) (0) (0)

(0) (0)

(0) (0) (0)

( )

1 1 2

( )

2 1 1 2

1
= [ ( )] [ ( )] [ ( )]

1
( )( ){ [ ( )] [ ( )]}
2

S V

t

r T t
Q Q Q

t

Q r T t Q

t

t

C C
S

Ke
E N d E N d E N d

v S v

T t d S E N d d Ke E N d
S v







 

 

  

  


   

 (4.52) 

 

其中 

 

( ) ( )

1 2

ln ln
2 2,

r T t r T t

t tS e S ev v

K Kd d
v v

 

 

   (4.53) 

 

  在機率測度 (1)Q 的情況下，最佳的避險策略為無異效用避險(indifference utility 

hedging method) [Becherer 等人(2001)]，假設投資人的效用函數為一指數函數

(exponential function) 

 

 
( )

( )

T

s s
tT

x H dSXu x e e
    (4.54) 

 

其中 為風險趨避參數(risk-aversion parameter)，
TX 為到期時的投資組合價值，

 
T

T s s
t

X x H dS   ， s 為任意時點， t s T  ， x 為初始的投資組合價值，
sH 為

股票持有的單位數。亦即在任意時間點，投資人持有的資產為
sH 單位的股票以

及 ( )rs

s s se X H S 單位的無風險資產。對投資者而言，假設其目標為追求到期時
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的效用極大化，即 

 

 
( )

[ ( )] sup [ ]

T

s s
t

x H dS

H A

Max u x E e
 



  (4.55) 

 

若考慮一歐式買權C，價格為
C ，且

C 滿足 

 

 
C( ) ( )

sup [ ] sup [ ]

T T

s s s s
t t

x H dS x H dS C

H A H A

E e E e
     

 

   (4.56) 

 

亦即最適的投資策略應該滿足 ( ) 0u x  ，即 

 

 
( )

( )
T

s
s

q
x HsdS

s

dQ
H e

dP




   (4.57) 

 

解(4.57)式得到的最後結果為[Becherer(2004)] 

 

 
( )s s

s

s s s s s

C C r
H

S S V S V

 




  
  
 

 (4.58) 

 

其中
sC 為歐式買權的價格。類似(4.52)，可以得到 

 

 

(1) (1) (1)

(1) (1)

( )

1 1 2

( )

2 1 1 2

1
[ ( )] [ ( )] [ ( )]

1 ( )
( )( ){ [ ( )] [ ( )]}
2

r T t
Q Q Q

t

Q r T t Q

t

t

Ke
E N d E N d E N d

v S v

r
T t d S E N d d Ke E N d

S v SV



 




 

 

   

 
    

 (4.59) 

 

6. 實證模擬 

 

我們實證模擬比較歐式買權價格、變異數交換價格、並對避險策略避險的誤差做

比較。在不同的機率測度 (q)Q 之下，給定參數如下： 

 

 
( ) 0.04

0.04,  0.10,  0.0483,  4.75,  0.55,  0.569,  100

100 104

t

r T t

t

r k S

K S e e

   



       

  
 (4.60) 

 

在不同的機率測度 (q)Q 下，代入上式參數，可以得到不同的 ( )q

t ：  
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(0) (1) (2)( , ) 0,  ( , ) 0.0511,  ( , ) 0.1205t t tt V t V t V      (4.61) 

 

利用得到的 ( )q

t ，代回股價走式模型，模擬出不同機率測度 (q)Q 之下，一年(252

個交易日)的歐式買權價格走勢。模擬方式如下： 

 

  Step1. 先模擬出一個變異數過程，並計算
T

s
t

v V dS  。 

Step2. 把 v 代入歐式買權公式中的常態分配項，即

( )

ln
2( )

r T t

tS e v

KN
v




和 

      

( )

ln
2( )

r T t

tS e v

KN
v




 

Step3. 重複 Step1 和 Step2 萬次，取所有

( )

ln
2( )

r T t

tS e v

KN
v




和 

       

( )

ln
2( )

r T t

tS e v

KN
v




的帄均值，即可算出

( )

( )

ln
2[ ( ) | ]

q

r T t

t

Q

t

S e v

KE N V
v




和 

       
( )

( )

ln
2[ ( ) | ]

q

r T t

t

Q

t

S e v

KE N V
v




 

 

 考慮在履約價格 104K  的情況下，不同的機率測度 (q)Q 下所得到的歐式買權

價格走勢圖： 
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(圖一) 

 

橫軸為時間，從 0T  到 252T  ，縱軸則為歐式買權價格，其中藍線為機率測度
(0)Q 下的歐式買權價格，紅線為 (1)Q ，綠線為 (2)Q 。我們可以觀察到當q值較小

時，歐式買權的價格大致上也相對較小。這是由於當 ( )r T t

tK S e  時，歐式買權價

格公式可以被化簡為 

 

 
( ) ( ) ( )

{ [ ( ) | ] [ ( ) | ]}
2 2

q q qQ Q Q

t t t t

v v
C S E N V E N V    (4.62) 

 

當q值越小， v 值的期望值越大，因此歐式買權價格
( )qQ

tC 也就較大。但若考慮

( )r T t

tK S e  或 ( )r T t

tK S e  的情況，則較不易明顯判定q值大小對歐式買權價格

( )qQ

tC 的影響。底下分別以 80K  和 120K  為例，在不同的機率測度下得到的歐

式買權價格： 
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(圖二) 

 

(圖三) 

 

 

接下來考慮不同相關係數 對歐式買權價格的影響：  
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(圖四) 

 

 

(圖五) 

 

 

 

(圖六) 



 24 

圖四至圖六分別為在機率測度 (0)Q 、 (1)Q 、 (2)Q 下的價格走勢圖：橫軸為兩布朗

運動間的相關係數 ，縱軸為歐式買權價格。由上圖可知，當 1   時歐式買權

價格最高，隨著 越接近一，歐式買權的價格走勢大致上也越低。 

 

不同機率測度下的避險效果比較  

 

在機率測度 (0)Q 下，根據 Schweizer (1999)的論文，最適的避險策略稱為“locally 

risk-minimizing method”，其投資組合為買進一單位歐式買權以及賣出 (0) 單位股

票。下圖表示隨著時間逐漸接近到期日的變化過程，並和一般的避險(delta 

hedge，
C

S


 


)做比較： 

 

(圖七) 

 

圖七中黑色線為避險的歐式買權持有單位，藍色線為機率測度 (0)Q 下的歐式

買權持有單位。為比較其避險效果，定義避險誤差(hedge error)如下： 

 

 
s s s serror dC dS   (4.63) 

 

分別計算每一期的避險誤差(error)，畫圖比較兩者的結果如下圖： 
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(圖八) 

 

(圖九) 

 

圖八和圖九分別為“locally risk-minimizing method”和避險的避險誤差。 

 

計算兩者「避險誤差絕對值」的帄均數和變異數，比較如下： 

 

serror  ( )save error

 

var( )serror  

locally risk-minimizing method 0.0261 44.6519 10  

  hedge method 0.0280 -45.1524 10  

(表一) 
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兩者比較過後可以發現，“locally risk-minimizing method”的避險效果比避險佳，

且“locally risk-minimizing method”需持有的歐式買權單位數較少，亦即避險成本

較低。整體而言，“locally risk-minimizing method”顯著優於避險。 

 

接下來，考慮機率測度 (1)Q 之下的避險策略”indifference utility hedging method”，

其最適避險策略為持有H 單位歐式買權以及一單位股票，從(4.59)式中得到H 過

程表示如下，並與一般的避險做比較： 

 

(圖十) 

 

其中黑線為一般避險下的H 過程，綠線則為”indifference utility hedging method”

下的H 過程。同樣比較兩者的避險誤差並表示如下： 

 
(圖十一) 
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(圖十二) 

 

圖十一和圖十二分別為 indifference utility hedging method 和避險的避險誤差。 

 

計算兩者「避險誤差絕對值」的帄均數和變異數，表示如下： 

 

serror  ( )save error  var( )serror  

indifference utility hedging method 0.0266 44.0108 10  

  hedge method 0.0284 -44.5414 10  

(表二) 

 

兩者比較過後可以發現，indifference utility hedging method 的避險效果比避險

佳，且 indifference utility hedging method 需持有的歐式買權單位數較少，因此避

險成本也較低。整體而言，indifference utility hedging method 亦顯著優於避險。 

 

結論 

 

在不完全市場的假設下，由於投資者對風險的看法不同，對於金融商品的價

格決定也不同。運用在定價模型上，由於 EMM 不唯一，因此可以被用來定價的

風險中立機率測度 ( )qQ 亦不唯一，決定出的價格也就有所不同。 

 

不僅是定價方式，對於不同的機率測度 ( )qQ ，所對應的避險策略也有所不同。

運用 locally risk-minimizing method、Indifference utility hedging method 等策略，

得到的避險誤差不但優於避險，且可以降低避險時所需的成本。因此，利用不
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同的機率測度 ( )qQ 所對應的避險策略來避險，透過實證的確可以證明發現其效果

顯著優於避險。 

 

 本文主要是在討論給定q值的條件下，計算出不同的歐式買權等衍生性商品價

格。未來的研究方面，也許可以透過較正式的參數估計，估計出準確的參數，並

且由市場上得到的歐式買權價格，反推找出究竟哪一個機率測度 ( )qQ 會比較接近

實際上的市場表現。亦或是在機率測度 ( )qQ 選取方面，除了 0,1,2q  之外，也許

仍然存在其他具特殊經濟意義的機率測度可以被選取。如果多考慮幾個不同的q

值，或許可以利用這些 ( )qQ 機率測度下求出的選擇權價格，取其最大最小值，找

出一個價格區間。當觀察到市場上的選擇權價格高於或低於此區間，則可以判斷

市場上的價格被高估或低估，藉此做為判斷買進或賣出的依據，或許是個可供參

考的交易訊號。 
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計畫預期目標：100%達成。我們研究衍生性金融商品(例如選擇權)的定價與避險策

略一些主要問題如證券價格報酬與波動行為，比較探討不同風險觀點下所對應不同選

取等價鞅方法，應用 Fourier 轉換及特徵函數技巧的衍生性商品定價計算定價時不同

避險策略與最佳等價鞅選取的比較。 

計畫執行結果：理論與實證皆 100%達成。 
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其它具體成效： 

首先根據最適q測度的定義，在不同機率測度 ( )qQ 下決定出適當的布朗運動移動項

(drift term)，透過機率測度轉換，將模型轉換到最適的等價鞅。接下來在不同 ( )qQ 機

率模型下，分別計算出不同情況下的歐式買權(European call option)價格，比較不同機

率測度 ( )qQ 下不同的價格。並且考慮在各自的機率測度 ( )qQ 下，利用其對應的適當避

險策略，找出最適避險策略下應持有的股票單位及選擇權單位比例關係。最後，利用

實證模擬，比較不同 ( )qQ 機率測度下的定價、避險策略和避險效果的優劣等。 
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